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INTRODUCAO

E através da Matematica que se tragam Os possiveis
caminhos da resolugao de problemas cientificos. Entretanto,
muitas vezes, a aplicagdo n3o € imediata em um problema nu-
mérico.

A anilise numérica é o ramo da Matemdtica gque de-
senvolve técnicas para a resolugdo de problemas numéricos.

_ Os métodos de aproximagdao de solugao para equa-
¢oes polinomiais, fornecidos pela Andlise Numérica, sao de
vital importdncia para a resolugao de equagOes de grau su-
perior a 4 e até mesmo para algumas de ordem 3 ou 4 que nao
podem ter suas raizes exatamente computadas através de mé-
todos analiticos. ' - '

Os varios métodos, deﬁerminam'um>nﬁmero‘ pa;al "o
qual a funcao neste ponto & zero, ou seja, f(p)= 0 ( €oli
mite de uma seqliéncia de iteragoes).

Neste trabalho, apresentamos alguns métodos jtera
tivos, os quais foram por nds escolhidos para amostrar um
grupo maior.

O objetivo do trabalho nao & o estudo individual
dos métodos mas sim estima o "esforgo" envolvido para com-
pletar um laco da funcdo iterativa com a exatidao desejada.
Esta medida de "esforgo" sera denominada INDICE DE EFICIEN-
CIA DO METODO e calculada segundo as fungoes indice de efi-
ciéncia apresentadas no segmento do trabalho.

Nao existe nada de inédito neste trabalho, existe
sim uma tentativa de oferecer ao leitor uma andlise impar-
cial do iIndice de eficiéncia* dos métodos apresentados.

* indice de eficiéncia tedbrica & indice de eficiéncia
pratico
CONSIDERACOES SOBRE 0S METODOS ANALISADOS

1) Método de Newton

Formula do método
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* 0 cdlculo do método de Newton & relativamente simples e
realiza as iteragdes em um espago nao muito grande de tem
po. Isto faz com que ele valha a pena de ser implementado.

* 0 método requer a avaliagao da derivada e da fungdo a ca-
da iteracao.

Existem dois métodos que podem ser usados para avaliar a
derivada em um programa de computador:

12 método - incluir uma subrotina que calcule a expressao
analitica para calcular a derivada.
desvantagem do método - requer uma subrotina

diferente para toda no
va fungao.

2?2 método - usar uma formula (bastante exata) aproximada,
para a derlvada, ou. seja, por definicao a de-
rivada de f é dada por:

df b ) - fx)

dx Ax=0 Ax

Neste caso temos que fazer _algumas considera-
¢Oes quanto ao Ax. Como ndo é possivel fazer
X aproximadamente zero, em um programa, nds
temos que reduzi-lo a um nimero bastante pe-
queno. A questao & o guanto pequeno?
A melhor solucao é fazer o tamanho de Ax ser
proporcional ao tamanho de x, ou seja, se x &
muito grande, entdao Ax sera multo grande. Se
X & muito pequeno, entdo Ax & uma boa aproxi-
magao de x.
Ax = 6x onde 6 & uma constante de proporciona
lidade.

* convergéncia do método de Newton pode ser obtida conside-
rando a série de Taylor.

]C(x) f-(xo)+j.(xo) - lo)+£ (x- 10)
A

Considerando o valor inicial assumido para o método.

Como os métodos de Newton se aproxima da raiz ig-
norando os termos que sucedem 3 19 derivada, temos
logo a ordem do erro &

A convergenc1a & guadratica para raizes. simples e
é linear para raizes multiplas.
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* problemas do método de Newton

y
caso (1)
aady

Pz

b~ —

caso (2) i X
} b 1+ uma raiz & zero mas
para %=9 temos
; Ty= -4
{ % 1
\__Ja‘ﬁﬁ?'//’i - Y32-1
caso (3) Tn=(ou seja para
- Xo > 1 o método
diverge.

Ji

2) Método da Secante
Formula do método

Ynyy = YAn - :Rin) (Xn - XY\-«)
&(Xw) - 5'(1'\4)

* a formula fornece uma maneira segura e precisa para calcu
lar %nes  se l}(ln)] L |}(1n-1)|

Se isto nao acontecer, entdo troca-se in por Xa.y

* convergéncia super-linear (1.616)
* unipontual com memSria-usa uma memdria
* Gtil para fungSes com cilculo de derivada dificil

* trabalha com um intervalo inicial [Xo M] e a cada itera-
cao & feito uma avaliagao da fungdo. O valor da iteragao an
terior & reusado.



136 XII CONFERENCIA LATINOAMERICANA DE INFORMATICA

3) Método de Miller

——Formula do método

Tt = 20(2.

~dy \, d, -4"(041

oade oy, da,do hakiolazem

0{013 + 0(110+ dg = P(io)
dox! + dyxy + dy = pLt)
do 13 + dity + da= pOly)

* o sinal a frente do radical & escolhido de modo que o de-
nominador tenha o maior mdodulo.

* multipontual como memOria-usa duas memdrias.
* convergéncia super-linear (1.839)

* Algoritmo proposto por Miller para diminuir os erros de
arredondamento:

1. eafrada { grau de pdinbmio , coeficien(es 0o paabmuy 3 ponfos iniciaus )
2 ofubo £0t0), 00, Liwa)

3. >\Q_= 11-11
T - Yo

4 Poro 42345, oF Gue Agkslaca:

4i diz A+ N )
ba o= bi, X o bdy + 4 O i)
(2 9= b N - radi
q-{ * 9.;,'— 4&431’ M [. }«'-1 A ‘:{‘\'-F“ + JL‘ ]

4y, Pf\ﬂ-‘\: )\"i+1e\“l
45, Tip = T+ W

44 =

5 hida Lo )
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4) Método de Fourier

— Formula do método

Tner = Xn - Jm)  _ 4(n- 4G | 1;’&1\;\))
) §'(tn)

* satisfaz as condigOes de Fourier, isto é:

seja f(x) uma funcao no intervalo f: [m WJ que satisfaz
as condigoes:

(1) &€k  omde §(4:0

(11) L'(x), "(I) $0 ek,
(1ii) }(xo) (o) <0

(iv) }Lx®, "(10)Y0

* ordem de convergéncia cubica

* 0 método requer a avalizacdo da derivada e da fungao a ca
da iteracgao
* & necessadrio verificar se I (Y a cada iteracao.

* método hibrido.

5) Método de Dandelin

—Formula do método —

(&gﬂ..}un))
et = In + \ £lw)
> }(in)

&(1n-

} (h\

* satisfaz as condigoes de Fourier.
* ordem de convergéncia cubica.

* o método requer a avaliagao da funcgao e da derivada a ca-
da iteracao.

* a cada iteracdo & necessdria a verificagdo Tn+i & Yan

* método hibrido
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6) Método C
—F6rmula do método

Tt

A - 4tn) Yo = ¥n
}um -4 (Xn)

Nast = Ynir - ﬂ)lm)
' {Uvm)

* ordem de convergéncia cibica.

* o método requer a avaliagdo da fungdo e da derivada a ca-
da iteracao.

* método hibrido
* satisfaz as condigdes
(1) 4 €%o:0x0,v%] Hende [(D)<0
(ii) }(XM.}(YO)LO
e uma das condicdes
(1i1) (00 € L'w¢o
(iv) o € 100

(v)  yo ¢ }'ao
(vi) J)¢o e 1" (<o

& necessario verificar se: Tap < Yanr
N €< Yn
Knr < i

MEDIDA DE EFICIENCIA -~ (INDICE DE EFICIENCIA)

O indice de eficiéncia nos fornece uma estimativa
do "esforgo" computacional envolvido para completar um laco
da fungao iterativa. Espera-se que tal medida de eficiéncia
possa ser obtida atraveés da definicao de uma fungcao que me-
¢a o indice de eficiéncia.

Questiona-se aqui: quais os itens que devem ser
considerados para definir eficientemente a funcdo - indice
de eficiéncia? Que conjunto de entradas deve ser considera-
do quando se quer valorar o trabalho dispendido para com
pletar um lago da iteragdo? como ponderar convenientemente
estas entradas em uma fungao iterativa, de tal forma que e-
las nos fornega como saida, uma informacao confiivel? Itens
como ordem de convergéncia, tamanho da constante assintdti-
-ca de erro, custo da fungao e de suas derivadas por iteracao
& sabido que devem ser considerados, mas eles sio suficien-
tes ou necessarios para formular uma funcdo-indice de efi-
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ciéncia-confiivel?

Com a finalidade de sabermos até que ponto a teo-
ria, ou seja, o indice de eficiéncia tedrico revela o que a
contece praticamente, foi feita a andlise tedrica e pratica
dos indices de eficiéncia mais encontrados na bibliografia.

MEDIDA DE EFICIENCIA TEORICA

A
Ostrowski (1960) € = F € onde p:éa ordem de conver
géncia do método
e: éo nimero de ava-
liagdes da fungdo por
iteracgao
Traub (1964) €,= P onde p,e s3o obtidos ana-
e logamente a Ostrowski

~ Estas medidas assintoticas caracterizam um método
em particular, quando o numero de iteracao tende ao infini-
to.

Quanto maior o valor do indice de eficiéncia mais
eficiente, assintoticamente, & o método.

As duas medidas apresentadas acima, nem sempre de
monstram a realidade e deixam a desejar quanto aos itens a
ser considerados.

Feldston & Firestone(1969)

Levando em consideragao que algoritmos de mesma
eficiéncia tebrica n3o tinham a mesma eficiéncia na pratica
Feldston & Firestone propuseram seu indice

.:|_>

€y2 t) onde H:C(H-A.) p: ordem de conver-

B géncia do método

e: nimero de avalia-
¢oes da fungao/i-
teracao

A: nUumero de opera-
cOes aritméticas
para calcular um
ciclo do algorit-
mo.

B: n® de operagdes a
ritméticas para
calcular £, £',£'Y,

Seguindo a mesma idéia

Kung e Traub(1973) propuseram uma medida de efi-
ciéncia que contraria a proposta anterior de Traub.
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£e = VBaP p: ordem de convergéncia
S \1(}‘“) +C(0) do método ~
3 n;: nro de avaliacgoes de
funcao f

\{’» nro de operagdes arit-
metlcas para uma avalia
cao de £

C(#): nro minimo de opera-
goes aritméticas do mé

todo
i: nimero de derivadas da
funcao :
Peterson(1975)
t4 = i_&ng M: nro_total de multipli-
M cagoes da fungao itera
cao e das fungbes en-
volvidas
Ainda
An: tempo para completar a
Ee- C %gp iteracao sem contar f,
- £r. eV, ...
An+ Bn !
Bn: tempo para calcular f,
£, £'',...

A escolha da fungao iterativa, com a qual nds ire
mos resolver nosso problema, depende da natureza do mesmo e
portanto é dificil se fazer uma recomendagao prec1sa de qual
funcao é a mais apropriada.

Assumindo que o polindmio e suas derivadas sao
avaliados usando o algoritmo de Horner, o qual requer para
um polindmio de graun, n adigées e n multiplicagoes, foi de
finida a tabela(l).

A construgao da tabela (1) foi baseada na tabela
aux111ar, na qual constam explicitamente os valores dos pa-
rametros de entrada tomados.

Com a finalidade de verificar o melhor método se-
gundo os indices sugeridos (tedricamente) foi feita uma ava
liagao pra grau do polindémio (n) variando de 1 até 100. As
conclusces a que se chegou estdo no segmento do trabalho.

OBS: A listagem da avaliacao estd a disposicao dos interes-
sados.
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A partir da tabela(l) e dos valores obtidos quan-
do n variou de 1 até 100, concluiu-se em um primeiro momen
to que:

Segundo: Traub(1964) Ej Miiller € a melhor escolha.
Ostrowski (1960) E,; Miller & a melhor
escolha
Feldston & Firestone (1969) E3 para poli
mios de grau:
1 a 3 Dandelin
4 a 43 Secante
47 a 100 Miiller
Peterson(1975) E, a melhor escolha & C
... Eg 0 melhor método é:
Newton para grau 1 a 5
Fourier para grau 6 a 100
Kung & Traub(1973) Eg para polindmios de grau:
142 Newton
3 a 100 Secante

De posse destas informagOes resta-nos verificar até que pon
to o Indice de eficiéncia tedrico e o pratico se equiparam.
Para medir o tempo necessario para encontrar a raiz de um

polindmio, segundo: Newton, Secante, Miller, C, Fourier, Dandelin usou-
se 0s seguintes polindmios.

(1+(1-n)¥)x=(1-ny)

f, = :
£, = (A-0)"+1? |
£y = ('t»fH-\r\j‘)a(--(1-an)4
f4 = !Ix "l

(n-1)x

Usou-se uma variagao para n= 1,2,3,5,15,20 e obte
ve-se o0s seguintes resultados:

Para f; com n=l1 (melhor tempo-pior tempo) Newton

Miiller
C
Secante & Fourier
Dandelin

N=2 .cccecococscscsacssccanscs cecsccse Newton
Miller
Secante
C
Fourier
Dandelin

N=3 ...ceccoccccocsccsccccscscsssssnss Newton
Miller
Secante
C
Fourier
Dandelin
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Para f2 com

para f3

com

ND=15 coecceccccccccccccns ceccsns

N=20 .ccoccccccccccccccsssssccscse

N=L ccccccoccccccccccsccssscsccses

N=2 .cccvcccscccccscsscscscsssscs

N=3 cccocccccs ccesssssbnces cvoose

N=l.ccccccoccoccsococcccccsoanscs

N=2 i.beovesvindivseisacssannses

eoo0oe

DRI

Newton
Miller
C
Secante
Fourier
Dandelin
Miller

Secante & C

Newton
Fourier
Dandelin
Miller

C
Secante
Fourier
Dandelin

Newton
C
Fourier
Secante
Dandelin
Newton
Secante,
Dandelin
Newton
C
Secante
Fourier
Dandelin
Newton
C
Dedelin
Secante
Fouri
Newton
C
Fourier
Dandelin
Secante
Newton
C
Dandelin
Fourier
Secante

Secante
Newton
C
Fourier
Dandelin
Secante
Newton
C
Fourier
Dandelin

Fourier & C
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=3 ...... ceccsesiessescsssse ceeeeess Secante
Newton
Fourier
Dandelin
C

N=5 ccvccccsccsssscncscssscsescssssss SeCante
Newton
Fourier
Dandelin
C

N=L5 ..t iiiicccccscccccnncccsscessa. Secante
Newton
Fourier
Dandelin
C

NT=20 ..cciccocccocsscssscecccsnsacsss SeCante
Newton
Fourier
Dandelin
C

Com f4 COM N=2 ...eeiciieccccncenceccencensaaas Secante
Newton

C
Dandelin
Fourier

9 G T ceecccsscon cecessens . Secante
Newton
Dandelin
Fourier
C

CONCLUSE0
* O indice de eficiéncia Eg, & o indice tedrico que mais se
aproxima da realidade;

* mesmo E5 sendo o melhor ele nem sempre & consonante com O
que acontece na pratica, dai nao & confiavel;

* os indices de eficiéncia propostos, nao medem tempo( cus
to). Algumas vezes eles coincidem com o tempo real;

* A afirmagdao: Quanto maior a ordem de convergéncia do méto
do menor & o tempo de execucgao (mais rapido
ele converge),
nao & confirmada na pratica.

* Como os tempos sao muito pequenos a escolha do método nao
estd rigidamente ligada ao de melhor tempo mas sim ao mé-
todo que da uma garantia maior da raiz(métodos hibridos for
necem o intervalo onde se encontra a raiz e portanto o er
ro & menor). -



